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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìåòðè÷åñêè-àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íà-
çûâàåòñß òðîéêà (M, g,∇), ãäå M  äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n ≥ 2 ñ ìåòðèêîé g íåêîòîðîé ñèãíàòóðû è ëèíåéíîé ñâßç-
íîñòüþ ∇ ñ íåíóëåâûì êðó÷åíèåì S, êîòîðàß, âîîáùå ãîâîðß, íå çà-
âèñèò îò g. Íà÷àëî òåîðèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ áûëî ïîëîæåíî â 20-x
ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Ý. Êàðòàíîì1, êîòîðûé ïðåäëîæèë âìåñòî ñâßçíî-
ñòè Ëåâè-×èâèòà ∇ â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) ðàññìàòðè-
âàòü íåñèììåòðè÷íóþ ëèíåéíóþ ñâßçíîñòü ∇, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì
ìåòðè÷íîñòè ∇g = 0. Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâî-âðåìß ïîëó÷àëî â äî-
ïîëíåíèå ê êðèâèçíå åùå è íåíóëåâîå êðó÷åíèå S. Êðîìå òîãî, èì áû-
ëà âûäâèíóòà èäåß ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà. Ïîçäíåå
Ý. Êàðòàí óêàçàë2, ÷òî ýòà èäåß áûëà ïåðåîòêðûòà À. Ýéíøòåéíîì â
1928 ã., ïîëîæèâøèì åå â îñíîâó åäèíîé òåîðèè ïîëß, â êîòîðîé òåíçîð
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì êðó÷åíèß ïðîñòðàíñòâà
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà3. Äàííàß òåîðèß ïîëó÷èëà â äàëüíåéøåì
íàçâàíèå Einstein-Cartan Theory of Gravity (ECT)4. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ
T. Êèááë5 è Ä. Øàìà6 óñòàíîâèëè ñâßçü ìåæäó êðó÷åíèåì S ñâßçíîñòè
∇ è ñïèí òåíçîðîì ìàòåðèè s. Çàòåì áûëè íàéäåíû è äðóãèå ôèçè÷åñêèå
ïðèëîæåíèß ECT7,8.
Âïîñëåäñòâèè òåîðèß Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà áûëà îáîáùåíà9 çà ñ÷åò
ââåäåíèß òðåáîâàíèß íåìåòðè÷íîñòè Q := −∇g 6= 0 äëß ëèíåéíîé ñâßç-
íîñòè ∇. Íîâàß òåîðèß ïîëó÷èëà íàçâàíèå Metric-Aﬃne Gauge Theory
of Gravity èëè ñîêðàùåííî MAG4. ×èñëî ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â ðàì-
1Cartan E. Sur les varietes  a connexion aﬃne et la theorie de la relative generalisee
/ E. Cartan // Ann. Ec. Norm.  19231925.  V. 40.  P. 325-412, V. 41.  P. 125,V.
42. P. 1788.
2Cartan E. Notice historique sur la notion de parall'elisme absolu / E. Cartan //
MA.Bd.  1930.  V. 3.  P. 11211129.
3Àêèâèñ Ì.À. Ýëè Êàðòàí / Ì.À. Àêèâèñ, Á.À. Ðîçåíôåëüä  Ì: ÌÖÍÌÎ, 2007.
4Trautman A. The Einstein-Cartan theory / A. Trautman // Encyclopedia of
Mathematical Physics / Edited by Francoise J.-P., Naber G.L., Tsou S.T.  2006. 
V. 2.  P. 189195.
5Kibble T.W.B. Lorenz invariance and the gravitational ﬁeld / T.W.B. Kibble // J.
Math. Phys.  1961.  Vol. 2.  P. 212221.
6Sciama D.W. On the analogy between charge and spin in general relativity / D.W.
Sciama // Recent developments in General Relativity.  1962.  P. 415439.
7Penrose R. Spinors and torsion in General Relativity / R. Penrose // Fond. Of Phys.
 1983.  V. 13.  P. 325339.
8Ruggiero M.L. Einstein-Cartan theory as a theory of defects in space-time / M.L.
Ruggiero, A. Tartaglia //Amer. J. Phys.  2003.  V. 71.  P. 13031313.
9Hehl F.W. On a New Metric-Aﬃne Theory of Gravitation / F.W. Hehl, P. Heyde //
Physics Letters B.  1976.  V. 63.   4.  P. 446448.
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êàõ ÅÑÒ è MAG, èñ÷èñëßåòñß óæå ñîòíßìè, ïðè÷åì îïóáëèêîâàííûå
ðåçóëüòàòû èìåþò â áîëüøåé ñòåïåíè ïðèêëàäíîé ôèçè÷åñêèé õàðàê-
òåð.
Â ãåîìåòðèè èç âñåõ âèäîâ ìåòð÷åñêè-àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ
(M, g,∇) ïîñëåäîâàòåëüíî â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè èçó÷àëèñü
òîëüêî ÷åòâåðòü-ñèììåòðè÷åñêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è èõ ÷àñò-
íûé âèä ïîëóñèììåòðè÷åñêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà10,11.
Ãåîìåòðèß "â öåëîì" ìåòðè÷åñêè-àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ çàñòûëà
íà ðåçóëüòàòàõ K. ßíî, C. Áîõíåðà è C. Ãîëüäáåðãà12,13,14 ñåðåäèíû ïðî-
øëîãî âåêà. Â ïðèíßòîé ñîâðåìåííîé ôèçèêîé òåðìèíîëîãèè4 èõ ðàáîòû
îòíîñßòñß ê Riemann-Cartan Theory (RCT). Ãåîìåòðèß Ðèìàíà-Êàðòàíà
 ýòî ãåîìåòðèß ìåòðè÷åñêè-àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (M, g,∇), ñ (ïñåâ-
äî)ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g è ëèíåéíîé ñâßçíîñòüþ ∇ ñ íåíóëåâûì êðó-
÷åíèåì S òàêîé, ÷òî Q = 0.
Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâ Ðèìàíà-Êàðòàíà.
Íàó÷íàß íîâèçíà èññëåäîâàíèß. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå â íàñòîßùåé ðàáîòå è âûíîñèìûå íà çàùèòó, ßâëßþòñß íî-
âûìè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà
ïðîâåäåíî êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ïî-
÷åðïíóòûìè íàìè èç ìîíîãðàôèé14,15,16,17. Êëàññèôèêàöèß ìíîãîîáðà-
çèé Ðèìàíà-Êàðòàíà ïðîâåäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ïðåäñòàâëå-
íèé ãðóïï, èçëîæåííîé â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Ã. Âåéëß18, à òàê-
æå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ìîäèôèêàöèé ýòîé òåîðèè, ñîäåðæàùèõñß â
10Yano K. On semi-symmetric metric connection / K. Yano // Rev. Roum. Math.
Pure Appl.  1970.  V. 15.  P. 15791586.
11Yasar E. Totally umbilical lightlike hypersurfaces in semi-Riemannian manifold with
semi-symmetric metric connection / E. Yasar, A.C. Coken, A. Yucesan // Int. J. Pure
Appl. Math.  2005.  V. 23.   3.  P. 379391.
12Bochner S. Tensor-ﬁelds in non-symmetric connections / Bochner S., Yano K. //The
Annals of Mathematics, 2nd Ser.  1952.  V. 56.   3.  P. 504519.
13Goldberg S.I. On pseudo-harmonic and pseudo-Killing vector in metric manifolds
with torsion / S.I. Goldberg // The Annals of Mathematics, 2nd Ser.  1956.  V. 64. 
 2.  P. 364373.
14ßíî Ê. Êðèâèçíà è ÷èñëà Áåòòè / Ê. ßíî, Ñ. Áîõíåð.  Ì: ÈË, 1957.
15Áåññå À. Ìíîãîîáðàçèß Ýéíøòåéíà: Â 2-õ ò. / À. Áåññå.  Ì.: Ìèð, 1990.
16Áåññå À. ×åòûðåõìåðíàß ðèìàíîâà ãåîìåòðèß: Ñåìèíàð Àðòóðà Áåññå 1978/1979
/ À. Áåññå.  Ì.: Ìèð, 1985.
17Êîáàßñè. Ø. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè: â 2 ò. /Ø. Êîáàßñè, Ê.
Íîìèäçó.  M.: Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò. 1981.
18Âåéëü Ã. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû, èõ èíâàðèàíòû è ïðåäñòàâëåíèß / Ã. Âåéëü. 
Ì.: ÈË, 1947.
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ñòàòüßõ ñáîðíèêà16. Ãëîáàëüíûé àñïåêò ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìíîãî-
îáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà èçó÷åí ñ ïîìîùüþ "òåõíèêè Áîõíåðà"15,19,20 
àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëüíûõ ôîð-
ìóë Âàéöåíáåêà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, âûíîñèìûå
íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1) Ïðîâåäåíà àëãåáðàè÷åñêàß êëàññèôèêàöèß ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-
Êàðòàíà è óñòàíîâëåíà ñâßçü ñ êëàññèôèêàöèåé ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé Ãðåß-Õåðâåëëû.
2) Äàíû îïðåäåëåíèß ñêàëßðíîé è ïîëíîé ñêàëßðíîé êðèâèçí ìíîãî-
îáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà è óñòàíîâëåíà èõ ñâßçü ñî ñêàëßðíîé è ïîëíîé
ñêàëßðíîé êðèâèçíàìè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèß.
3) Íàéäåíû óñëîâèß ïðåïßòñòâèß ñóùåñòâîâàíèþ íåêîòîðûõ èç âû-
äåëåííûõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà.
4) Èçó÷åíà ëîêàëüíàß è ãëîáàëüíàß ãåîìåòðèè ïñåâäîêèëëèíãîâûõ
è ïñåâäîãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèßõ Ðèìàíà-
Êàðòàíà.
5) Èçó÷åíà ãåîìåòðèß ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé íà ìíîãî-
îáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà äâóõ âûäåëåííûõ íàìè êëàññîâ.
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëå-
íà òåì, ÷òî:
- ïðèìåíßþòñß ïðîâåðåííûå, òî÷íûå è ñòðîãî îáîñíîâàííûå ìåòîäû
èññëåäîâàíèß;
- ìíîãèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ßâëßþòñß îáîáùåíèåì ïîëó÷åííûõ
ðàíåå ðåçóëüòàòîâ è ñîâïàäàþò ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè â ÷àñòíûõ ñëó÷à-
ßõ;
- âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêàçàíû è îïóáëèêîâàíû.
Òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå èññëåäîâàíèß. Ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, íîñßò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìåòðè÷åñêè-
àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðîñòðàíñòâ Ðèìàíà-Êàðòàíà. ×àñòü ðåçóëü-
òàòîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè èçó÷åíèè
ñâîéñòâ ãðàâèòàöèè ñ êðó÷åíèåì.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëå-
äóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèßõ:
- ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèßì
è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 10  15 èþëß 2006 ã.);
19Petersen P. Riemannian geometry / P. Petersen.  New York: Springer.  1997.
20Wu H. The Bochner technique in diﬀerential geometry. / H. Wu // Mathematical
Reports.  1988.  V. 3.  Part 2.
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- ïßòàß ìîëîäåæíàß íàó÷íàß øêîëà-êîíôåðåíöèß "Ëîáà÷åâñêèå ÷òå-
íèß - 2006"(Êàçàíü, 1 - 6 íîßáðß 2006 ã.);
- øåñòàß ìîëîäåæíàß íàó÷íàß øêîëà-êîíôåðåíöèß "Ëîáà÷åâñêèå
÷òåíèß - 2007"(Êàçàíü, 16 - 19 äåêàáðß 2007 ã.);
- ìåæäóíàðîäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñåìèíàð èì. Ã.Ô. Ëàïòåâà (Ïåíçà,
2007 ã.);
- XIX ìåæäóíàðîäíàß ëåòíßß øêîëà-ñåìèíàð ïî ñîâðåìåííûì ïðî-
áëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè "Âîëãà-2007"(Êàçàíü,
22 èþíß - 3 èþëß 2007 ã.);
- ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèßì
è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 27 èþíß  2 èþëß 2008 ã.);
- ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß "Ãåîìåòðèß â Îäåññå  2008"(Îäåññà,
19 ìàß  24 ìàß 2008 ã.);
- ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß "Petrov 2010 Anniversary Symposium
on General Relativity and Gravitation"(Êàçàíü, 1  6 íîßáðß 2010).
Ïóáëèêàöèè è âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó èññëåäîâàííûõ
ïðîáëåì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, îïóáëèêî-
âàíû â 17 ðàáîòàõ, îáùèì îáúåìîì 8,5 ïå÷àòíûõ ëèñòîâ, â òîì ÷èñëå 4 èç
íèõ â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèåé
(ÂÀÊ) Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèß è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëß
ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòàõ, íàïèñàííûõ
â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, Ñ.Å. Ñòåïàíîâó ïðèíàäëåæàò
ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èñòîðè÷åñêàß ÷àñòü ââåäåíèß. È.À. Ãîðäååâîé ïðè-
íàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
òðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèß ïàðàãðàôîâ
ïðîèçâîäèòñß äâóìß ñèìâîëàìè, à íóìåðàöèß ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäèò-
ñß òðåìß ñèìâîëàìè. Íàïðèìåð, òåîðåìà 1.2.3 îçíà÷àåò òåîðåìó 3 èç
âòîðîãî ïàðàãðàôà ãëàâû 1.
Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò ñïèñîê èç 109 íàèìåíîâàíèé,
âêëþ÷àþùèõ ðàáîòû àâòîðà. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 112
ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
Êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæàíèß ðàáîòû ïî ãëàâàì. Âî ââåäåíèè
îáîñíîâûâàåòñß àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèß, ôîðìóëèðóåòñß öåëü
èññëåäîâàíèß è ïðèâîäßòñß îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, äàåòñß
îáùàß õàðàêòåðèñòèêà è êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ââîäßòñß áàçîâûå ïîíßòèß è îñíîâíûå
îáîçíà÷åíèß. Ðàññìàòðèâàåòñß n-ìåðíîå C∞-ìíîãîîáðàçèå M ñ ëèíåé-
íîé ñâßçíîñòüþ ∇ ñ êðó÷åíèåì S 6= 0. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâî-
äßòñß îïðåäåëåíèß ëèíåéíîé ñâßçíîñòè ∇ êàê îòîáðàæåíèß X → ∇X ,
ñîïîñòàâëßþùåãî êàæäîìó âåêòîðíîìó ïîëþ X ∈ C∞TM îïåðàòîð
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∇X â ïðîñòðàíñòâå C∞TM âåêòîðíûõ ïîëåé, òåíçîðíîãî ðàññëîåíèß
T (p,q)M → M òèïà (p, q) íàä M , è, â ÷àñòíîñòè, SpM := Sp(T ∗M) è
ΛpM := Λp(T ∗M)  ðàññëîåíèß êîâàðèàíòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ íàä M , ãäå Sp è Λp  èçâåñòíûå îïåðàòîðû
ñèììåòðèçàöèè è àëüòåðíàöèè.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äàåòñß îïðåäåëåíèå è ðàññìàòðèâàþòñß
÷àñòíûå âèäû àôôèííî-ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ìíîãîîáðàçèå M ñ
àôôèííîé ñâßçíîñòüþ ∇ ñ íåíóëåâûì êðó÷åíèåì S íàçûâàåòñß ìåò-
ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà M çàäàíî ïîëå ñèììåòðè÷åñêîãî
íåâûðîæäåííîãî òåíçîðà g ∈ S2M . Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâà-
åòñß ìíîãîîáðàçèåì (ïðîñòðàíñòâîì) Ðèìàíà-Êàðòàíà, åñëè ∇g = 0.
Åñëè ìíîãîîáðàçèå M  êîìïàêòíîå è îðèåíòèðîâàííîå, òî äëß âåê-
òîðíîãî ïîëß X ∈ C∞TM ñïðàâåäëèâà èçâåñòíàß òåîðåìà Ãðèíà15∫
M
divXdv = 0. Äëß ìåòðè÷åñêîé ñâßçíîñòè ∇ â äèññåðòàöèè ïðèâî-
äèòñß àíàëîã ýòîé òåîðåìû âèäà
∫
M
(trace ∇X − 2(trace S)X)dv = 0, ãäå
S  òåíçîð êðó÷åíèß ñâßçíîñòè ∇.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ôàêòû èç òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñß òåíçîðíîå ðàññëî-
åíèå T (p,0)M íàä C∞-ìíîãîîáðàçèåì M ðàçìåðíîñòè n ñî ñòàíäàðò-
íûì ñëîåì T (p,0)E, ãäå E = TxM äëß ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ M ,
êàê ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèß îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(n,R). Òåí-
çîðíîå ðàññëîåíèå T (p,0)M ßâëßåòñß ïîòî÷å÷íî ïðèâîäèìûì îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèé ãðóïïû O(n,R) è ñîäåðæèò âñëåäñòâèå ýòîãî O(n,R)-
èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèß. Äëß îïðåäåëåíèß ìàêñèìàëüíîãî ÷èñ-
ëà íåïðèâîäèìûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèß O(n,R) ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà T (p,0)E ïðèâîäèòñß òåîðåìà Âåéëß îá èíâàðèàíòàõ16,18 è äî-
ïîëíßþùèå åå óòâåðæäåíèß16.
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèß äàííîé òåîðèè ïðèâîäßòñß íåïðèâîäè-
ìûå äåéñòâèß îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû â ñëîßõ òåíçîðíûõ ðàññëîåíèé
T ∗M ⊗ Λ2M è Λ2M ⊗ T ∗M . Óòî÷íßåòñß ôîðìóëèðîâêà è ïðèâîäèòñß
áîëåå òùàòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æ.-Ï. Áóðãèíüåíà16.
Òåîðåìà 1.3.1. Òåíçîðíûå ðàññëîåíèß T ∗M ⊗ ΛpM → M è
ΛpM ⊗T ∗M →M íàä ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì (M, g) äîïóñêàþò ïî-
òî÷å÷íî íåïðèâîäèìûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèß îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
O(n,R) èçîìîðôíûå ðàçëîæåíèß âèäà
T ∗M ⊗ ΛpM = Λp+1M ⊕ (C∞M · g ∧ Λp−1M)⊕ (ker traceg ∩ kerΛp+1);
ΛpM ⊗ T ∗M = Λp+1M ⊕ (Λp−1M ∧ (C∞M)g)⊕ (ker traceg ∩ ker Λp+1).
Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäßòñß äâà ñïîñîáà êëàññèôèêàöèè ìíî-
ãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå íà ìíîãîîáðàçèè
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Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) îïðåäåëßåòñß òåíçîð äåôîðìàöèè T = ∇−∇,
ãäå ∇  ñâßçíîñòü Ëåâè-×èâèòà. Íà îñíîâàíèè Òåîðåìû 1.3.1. ïðèâî-
äßòñß äâà ñïîñîáà êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîòî÷å÷íî O(n,R)-íåïðèâîäèìûõ ðàçëîæåíèé òåíçîðíûõ
ðàññëîåíèé Λ2M ⊗ T ∗M è T ∗M ⊗ Λ2M , ãëàäêèìè ñå÷åíèßìè êîòîðûõ
ßâëßþòñß òåíçîð êðó÷åíèß S è äåôîðìàöèè T ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè îïðåäåëßþòñß îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè S íà
êîìïîíåíòû ïåðâîãî èç ýòèõ ðàçëîæåíèé:
(1)Sb(X, Y, Z) = 3−1(Sb(X,Y, Z) + Sb(Y, Z,X) + Sb(Z,X, Y ));
(2)Sb(X,Y, Z) = g(Y, Z)θ(X)− g(X,Z)θ(Y );
(3)Sb(X, Y, Z) = Sb(X, Y, Z)−(1) S(X, Y, Z)−(2) S(X, Y, Z),
ãäå Sb(X,Y, Z) := g(S(X, Y ), Z) è θ := (n− 1)−1trace S.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇), ðàâ-
íî êàê è åãî ïðèñîåäèíåííàß ñâßçíîñòü ∇, ïðèíàäëåæàò êëàññó ℘α èëè
℘α⊕℘β äëß α, β = 1, 2, 3 è α < β, åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈M òåíçîð Sb
ßâëßåòñß ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî òåíçîðíîãî ðàññëîåíèß ℘α(M) èëè
℘α(M)⊕ ℘β(M), êîòîðûå îòâå÷àþò êîìïîíåíòàì íåïðèâîäèìîãî ðàçëî-
æåíèß.
Îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè T íà êîìïîíåíòû âòîðîãî ðàçëîæåíèß
îïðåäåëßþòñß àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñß ýê-
âèâàëåíòíîñòü äâóõ êëàññèôèêàöèé.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäßòñß ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-
Êàðòàíà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Ïåðâûì ïðèìåðîì ßâëßåòñß îäíîðîä-
íîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå21, òî åñòü ñâßçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
(M, g), íà êîòîðîì çàäàåòñß òåíçîðíîå ïîëå T êàê ãëàäêîå ñå÷åíèå òåí-
çîðíîãî ðàññëîåíèß TM⊗Λ2M . Â îòëè÷èå îò îáùåé òåîðèè ìåòðè÷åñêè-
àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, íà (M, g,∇) íàêëàäûâàþòñß äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèß â âèäå ∇R = 0 è ∇T = 0, êîòîðûå, ñîãëàñíî òåîðåìå Àìáðîóçà-
Çèíãåðà22, âìåñòå ñ óñëîâèåì ∇g = 0 äàþò êðèòåðèé îäíîðîäíîñòè ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèß (M, g).
Âòîðûì ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) ßâ-
ëßåòñß ïî÷òè ýðìèòîâîå ìíîãîîáðàçèå (M, g, J), òî åñòü ðèìàíî-
âîå 2m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé
J2 = −IdM , êîòîðàß ßâëßåòñß ãëàäêèì ñå÷åíèåì òåíçîðíîãî ðàññëîåíèß
TM ⊗ T ∗M , ñîâìåñòèìîé ñ ìåòðèêîé g, ò.å. g(J, J) = g, åñëè â êà÷åñòâå
21Tricerri F. Homogeneous structures on Riemannian manifolds / F. Tricerri, L.
Vanhecke // London Math. Soc.: Lecture Note Series.  1983.  V. 83.
22Ambrose W. On homogeneous Riemannian manifolds / W. Ambrose, I.M. Singer //
Duke Math. J.  1958.  V. 25.  P. 647669.
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ñâßçíîñòè ∇ âçßòü ñâßçíîñòü ∇ = ∇+∇J . Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñß
÷àñòè÷íîå ñîâïàäåíèå êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà ñ êëàññà-
ìè ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé êëàññèôèêàöèè Ãðåß-Õåðâåëëû23.
Òðåòüèì ïðèìåðîì ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà ñëóæèò
(S2, g,∇), ãäå S2  ñôåðà áåç ïîëþñîâ ðàäèóñàR åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
E3, ñâßçíîñòü ∇ îïðåäåëßåòñß íåïîñðåäñòâåííî è îïðåäåëßåò ãåîìåò-
ðèþ àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà, òî åñòü (S2, g,∇) ßâëßþò ïðèìåð
ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðè÷åñêîé íåñèììåòðè÷åñêîé ñâßçíîñòüþ íóëåâîé
êðèâèçíû è íåíóëåâîãî êðó÷åíèß. Ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèß (S2, g,∇)
íîñßò íàçâàíèå ïðîñòðàíñòâ Âàéöåíáåêà24.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äàåòñß îïðåäåëåíèå ñêàëßðíîé êðè-
âèçíû ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà s(x) =
n∑
i,j=1
g(R(ei, ej)ej, ei)
ïî àíàëîãèè ñî ñêàëßðíîé êðèâèçíîé ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèß
s(x) =
n∑
i,j=1
g(R(ei, ej)ej, ei) äëß ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííî-
ãî áàçèñà {e1, e2, . . . , en} êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM . Äîêàçàíà
Ëåììà 2.3.1. Ñêàëßðíûå êðèâèçíû s è s ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-
Êàðòàíà (M, g,∇) è ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèß (M, g) ñâßçàíû ðàâåí-
ñòâîì
s = s− ‖(1)S‖2 − 2(n− 2)‖(2)S‖2 + 2‖(3)S‖2 − 4div(trace Sb)
ñ íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè (1)S, (2)S è (3)S òåíçîðà êðó÷åíèß S.
Èçâåñòíî15, ÷òî ïîëíîé ñêàëßðíîé êðèâèçíîé êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèß (M, g) íàçûâàåòñß ÷èñëî s(M) =
∫
M
s dv, òîãäà ïî àíàëî-
ãèè â äèññåðòàöèè îïðåäåëßåòñß ïîëíàß ñêàëßðíàß êðèâèçíà êîìïàêòíî-
ãî ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) êàê ÷èñëî s(M) = ∫
M
s dv.
Èç Ëåììû 2.3.1. è òåîðåìû Ãðèíà ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.3.1. Ïîëíûå ñêàëßðíûå êðèâèçíû s(M) è s(M) êîìïàêò-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà (M, g) è Ðèìàíà-Êàðòàíà
(M, g,∇) ñâßçàíû ðàâåíñòâîì
s(M) = s(M)−
∫
M
(‖(1)S‖2 + 2(n− 2)‖(2)S‖2 − 2‖(3)S‖2)dv.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñß îñíîâíûå èíâàðèàíòíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà. Òàê, íàïðèìåð,
îá óñëîâèßõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà ê êëàññó
℘1 ⊕ ℘2 ñâèäåòåëüñòâóåò ñëåäóþùàß
23Gray A. The sixteen class of almost Hermitean manifolds / A. Gray, L. Hervella //
Ann. Math. Pura Appl.  1980.  V. 123.  P. 3558.
24Pestov I.B. Kahler fermions on the Weitzenbok space-time/ I.B. Pestov - 1999. -
arXiv:hep-th/9911247v1 30 Nov 1999.
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Ëåììà 2.4.2. Ñâßçíîñòü ∇ ïðèíàäëåæèò êëàññó ℘1 ⊕ ℘2 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå òåíçîð êðó÷åíèß óäîâëåòâîðßåò àëãåáðàè÷åñêî-
ìó óðàâíåíèþ âèäà
S(X, Y, Z) + S(X,Z, Y ) = g(X,Z)B(Y ) + g(X,Y )B(Z) + g(Y, Z)A(X)
äëß íåêîòîðûõ ãëàäêèõ 1-ôîðì A è B è ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé X, Y è Z íà M .
Äëß ìíîãîîáðàçèé ýòîãî êëàññà íà îñíîâàíèè Òåîðåìû 2.3.1. äîêàçàíà
Òåîðåìà 2.4.6. Ïîëíûå ñêàëßðíûå êðèâèçíû s(M) è s(M) êîìïàêò-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà (M, g) è Ðèìàíà-Êàðòàíà
(M, g,∇) êëàññà ℘1 ⊕ ℘2 ñâßçàíû íåðàâåíñòâîì s(M) ≤ s(M). Äëß
dimM ≥ 3 ðàâåíñòâî âîçìîæíî, êîãäà ñâßçíîñòü ∇ ñîâïàäàåò ñî ñâßç-
íîñòüþ Ëåâè-×èâèòà ∇ ìåòðèêè g, à äëß ñëó÷àß dim M = 2, êîãäà
ñâßçíîñòü ∇ áóäåò ïîëóñèììåòðè÷åñêîé.
Äëß ìíîãîîáðàçèß Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) ñî ñâßçíîñòüþ Âàéöåí-
áåêà s = 0, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå 2.4.6. Íå ñóùåñòâóåò ñâßçíîñòåé Âàéöåíáåêà ∇ êëàññà
℘1 ⊕ ℘2 íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ñ s(M) ≤ 0.
Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèß ñêàëßðíûõ êðèâèçí s è s è ïîëîæèòåëüíîé
îïðåäåëåííîñòè ìåòðèêè g âåðíî
Ñëåäñòâèå 2.4.7. Íà êîìïàêòíîì îðèåíòèðîâàííîì ðèìàíî-
âîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñ íåïîëîæèòåëüíî (ñîîòâåòñòâåííî îòðè-
öàòåëüíî) îïðåäåëåííîé ñêàëßðíîé êðèâèçíîé s íå ñóùåñòâóåò íåñèì-
ìåòðè÷åñêîé ìåòðè÷åñêîé ñâßçíîñòè ∇ êëàññà ℘1⊕℘2 ñ ïîëîæèòåëüíî
(ñîîòâåòñòâåííî íåîòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìîé Ric(X,X) äëß òåíçîðà Ðè÷÷è Ric ñâßçíîñòè ∇ è ëþáîãî ãëàäêîãî
âåêòîðíîãî ïîëß X.
Íàðßäó ñ îïèñàííûì âûøå êëàññîì ℘1 ⊕ ℘2, òàêæå ïîäðîáíî â äèñ-
ñåðòàöèè îïèñàíà ãåîìåòðèß ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà êëàññîâ
℘1, ℘2 è ℘3.
Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñß ïñåâäîêèëëèíãîâû è ïñåâäîãàðìîíè÷å-
ñêèå âåêòîðíûå ïîëß, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Ñ. Áîõíåðó
è Ê. ßíî, à òàêæå îïðåäåëßåìûå â äèññåðòàöèè ïñåâäîêèëëèíãîâû è
ïñåâäîêîäàööèåâû ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðíûå ïîëß íà ìíîãîîáðàçèßõ
Ðèìàíà-Êàðòàíà íåêîòîðûõ âûäåëåííûõ íàìè êëàññîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïî àíàëîãèè ñ êèëëèíãîâûì âåêòîðíûì ïî-
ëåì ïðèâîäèòñß
Îïðåäåëåíèå13,14.Ïñåâäîêèëëèíãîâûì âåêòîðíûì ïîëåì íà ìíîãî-
îáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) íàçûâàåòñß òàêîå ξ, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðßåò óðàâíåíèþ
g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) = 0.
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Äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëßþùåå ïñåâäîêèëëèíãî-
âî âåêòîðíîå ïîëå, íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) êëàññà
℘1 ⊕ ℘2 íà îñíîâàíèè Ëåììû 2.4.2. ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå
Lξg(X, Y ) = 2(2g(X,Y )θ(ξ)− g(X, ξ)θ(Y )− g(ξ, Y )θ(X),
ãäå Lξ  ïðîèçâîäíàß Ëè îòíîñèòåëüíî ξ, θ(X) = (n − 1)−1trace S
äëß ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëß X íà M . È îòñþäà
(Lξg)(X, Y ) = 4g(X,Y )θ(ξ) äëß ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé X è Y, ïðèíàäëåæàùèõ ãèïåððàñïðåäåëåíèþ ξ⊥ îðòîãîíàëüíîìó
âåêòîðíîìó ïîëþ ξ. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 3.1.1. Ïñåâäîêèëëèíãîâîå (íåèçîòðîïíîå) âåêòîðíîå ïîëå
íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) êëàññà ℘1 ⊕ ℘2 ßâëßåòñß
èíôèíèòåçèìàëüíûì (n− 1)-êîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì25,26.
Âòîðàß ôóíäàìåíòàëüíàß ôîðìà Q⊥ ãèïåððàñïðåäåëåíèß ξ⊥ èìååò
â äàííîì ñëó÷àå âèä Q⊥ = 4g ⊗ ξ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.1.2. Íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) êëàññà
℘1 ⊕ ℘2 ãèïåððàñïðåäåëåíèå ξ⊥, îðòîãîíàëüíîå (íåèçîòðîïíîìó) ïñåâ-
äîêèëëèíãîâîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ξ, ßâëßåòñß îìáèëè÷åñêèì.
Íà êîìïàêòíîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñ ãëîáàëüíî
îïðåäåëåííûì îìáèëè÷åñêèì ãèïåððàñïðåäåëåíèåì, âåðíà ñëåäóþùàß
èíòåãðàëüíàß ôîðìóëà27∫
M
(Ric(ζ, ζ)− ‖F⊥‖2 − (n− 1)(n− 2)‖H⊥‖2) dv = 0,
ãäå ζ - åäèíè÷íîå îðòîãîíàëüíîå ýòîìó ãèïåððàñïðåäåëåíèþ âåêòîðíîå
ïîëå, F⊥  òåíçîð èíòåãðèðóåìîñòè ãèïåððàñïðåäåëåíèß28 è H⊥  âåê-
òîð ñðåäíåé êðèâèçíû ýòîãî ãèïåððàñïðåäåëåíèß. Íà îñíîâàíèè ýòîé
ôîðìóëû â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñß ñëåäóþùàß "òåîðåìà èñ÷åçíîâå-
íèß".
Òåîðåìà 3.1.5. Ïóñòü (M, g,∇)  êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå n-
ìåðíîå (n ≥ 3) ìíîãîîáðàçèå Ðèìàíà-Êàðòàíà ñ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
25Tanno S. Partially conformal transformations with respect to (m − 1)-dimensional
distributions of m-dimensional Riemannian manifolds / S. Tanno // Tohoku Math. J. 
1965.  V. 17.   17.  P. 358409.
26Äóáèíêèí À.Â. Ê âîïðîñó îá èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáîáùåííî-êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèßõ / À.Â. Äóáèíêèí, À.Ï. Øèðîêîâ // Òðóäû ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà
(ÊÃÓ, Êàçàíü).  1983.  T. 15.  C. 2634.
27Stepanov S.E. An integral formula for a Riemannian almost-product manifold / S.E.
Stepanov // Tensor, N.S.  1994.  V. 55.   3.  P. 209213.
28Reinhart B.L. Diﬀerential geometry of foliations / B.L. Reinhart.  - Berlin-New
York: Springer-Verlag, 1983.
11
äåëåííûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì g ïðèíàäëåæèò êëàññó ℘1 ⊕ ℘2. Åñ-
ëè ïðè ýòîì òåíçîð Ðè÷÷è Ric ñâßçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇ ìåòðèêè
g îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, òî íà (M, g,∇) íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ
ïñåâäîêèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè äëß êëàññà ìíî-
ãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà ℘2.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà ïî àíà-
ëîãèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
ïðèâîäèòñß
Îïðåäåëåíèå13,14. Ïñåâäîãàðìîíè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì íà
ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) íàçûâàåòñß òàêîå ξ, êîòîðîå
ïîä÷èíßåòñß ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
g(∇Xξ, Y )− g(X,∇Y ξ) = 0, traceg(∇ξ) = 0.
Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàþòñß "òåîðåìû èñ÷åçíîâåíèß" äëß ïñåâäî-
ãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà
(M, g,∇) îòäåëüíûõ âûäåëåííûõ íàìè êëàññîâ. Òàê, íàïðèìåð, ñïðà-
âåäëèâà
Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü (M, g,∇)  êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
Ðèìàíà-Êàðòàíà êëàññà ℘1 ⊕ ℘2. Òîãäà êàæäîå ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå
âåêòîðíîå ïîëå ξ íà (M, g,∇) èìååò ðàâíóþ íóëþ êîâàðèàíòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ îòíîñèòåëüíî íåñèììåòðè÷íîé ìåòðè÷åñêîé ñâßçíîñòè ∇,
åñëè Ric(ξ, ξ) ≥ 0 äëß òåíçîðà Ðè÷÷è Ric ýòîé ñâßçíîñòè. Åñëè æå
êâàäðàòè÷íàß ôîðìà Ric(X,X) ßâëßåòñß ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé, òî íà ìíîãîîáðàçèè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ ïñåâäîãàðìîíè÷å-
ñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Îáîáùåíèåì äàííîé òåîðåìû íà ñëó÷àé íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðà-
çèß Ðèìàíà-Êàðòàíà ñëóæèò ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü (M, g,∇)  ìíîãîîáðàçèå Ðèìàíà-Êàðòàíà
êëàññà ℘1⊕℘2. Åñëè ôóíêöèß äëèíû f = 2−1g(ξ, ξ) ïñåâäîãàðìîíè÷åñêî-
ãî âåêòîðíîãî ïîëß ξ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â íåêîòîðîé òî÷êå
ìíîãîîáðàçèß, ãäå êâàäðàòè÷íàß ôîðìà Ric(X,X) ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà, òî ïîëå ξ îáðàùàåòñß â íóëü â ýòîé òî÷êå è íåêîòîðîé åå
îêðåñòíîñòè.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäßòñß ïîíßòèß äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà ñèììåòðè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß
δ
∗
: C∞SpM → C∞Sp+1M â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn
íà M ðàâåíñòâîì δ∗ = sym ◦ ∇. Ïî àíàëîãèè ñ ñèììåòðè÷åñêèìè
p-òåíçîðàìè Êèëëèíãà, êîòîðûå àêòèâíî èçó÷àþòñß â ÎÒÎ29, â äèññåð-
29Êðàìåð Ä. Òî÷íûå ðåøåíèß óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà / Ä. Êðàìåð, Õ. Øòåôàíí,
Ì. Ìàê-Êàëëóì, Ý. Õåðëüò.  Ì.: Ýíåðãîèçäàò, 1982.
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òàöèè îïðåäåëßåòñß ïñåâäîêèëëèíãîâî ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå
ϕ ∈ C∞SM íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇) ðàâåíñòâîì
δ
∗
ϕ = 0. Â äèññåðòàöèè èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïñåâäîêèë-
ëèíãîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé è äîêàçàíà "òåîðåìà
èñ÷åçíîâåíèß" äëß ïñåâäîêèëëèíãîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðíûõ
ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè Ðèìàíà-Êàðòàíà (M, g,∇).
Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü (M, g,∇)  êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
Ðèìàíà-Êàðòàíà êëàññà ℘1⊕℘3. Åñëè äëß ïñåâäîêèëëèíãîâà p-òåíçîðà
ϕ íåðàâåíñòâî Φp(ϕ) ≤ 0 èìååò ìåñòî âñþäó íà (M, g,∇), òî p-òåíçîð
áóäåò êîâàðèàíòíî ïîñòîßííûì. Íå ñóùåñòâóåò ïñåâäîêèëëèíãîâà p-
òåíçîðà ϕ, äëß êîòîðîãî Φp(ϕ) < 0 âñþäó íà (M, g,∇).
Çäåñü Φp(ϕ)  ýòî êâàäðàòè÷íàß ôîðìà íà SpM , ÷üè êîýôôèöèåíòû
 òåíçîðû êðèâèçíû, êðó÷åíèß è Ðè÷÷è ñâßçíîñòè ∇.
Ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå ϕ ∈ C∞SpM íàçîâåì ïñåâäîêîäàö-
öèåâûì30, åñëè ϕ  ñå÷åíèå ðàññëîåíèß ker(sym(T ∗M ⊗ SpM)). Â ýòîì
ñëó÷àå
(∇X0ϕ)(X1, X2, . . . , Xp) = (∇X1ϕ)(Xi0 , X2, . . . , Xp)
äëß ëþáûõ X0, . . . , Xp ∈ C∞TM . Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëßþòñß óñëîâèß
íà ïñåâäîêîäàööèåâî òåíçîðíîå ïîëå â âèäå
δ
∗
ϕ = (p+ 1)∇ϕ.
Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü (M, g,∇)  êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
Ðèìàíà-Êàðòàíà ñ òåíçîðîì êðó÷åíèß S ñâßçíîñòè ∇ êëàññà ℘1 ⊕ ℘3.
Åñëè äëß ïñåâäîêîäàööèåâà p-òåíçîðà ϕ ∈ C∞Sp0M íåðàâåíñòâî
Φp(ϕ) ≥ 0 èìååò ìåñòî âñþäó íà (M, g,∇), òî òåíçîð áóäåò êî-
âàðèàíòíî ïîñòîßííûì. Íå ñóùåñòâóåò ïñåâäîêîäàööèåâà p-òåíçîðà
ϕ ∈ C∞Sp0M , äëß êîòîðîãî Φp(ϕ) > 0 âñþäó íà (M, g,∇).
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè è äëß äðóãèõ âû-
äåëåííûõ íàìè êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé Ðèìàíà-Êàðòàíà.
Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ è èñêðåííþþ áëàãîäàð-
íîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
ïðîôåññîðó Ñåðãåþ Åâãåíüåâè÷ó Ñòåïàíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðó-
êîâîäñòâî è ïîñòîßííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
30Ñìîëüíèêîâà Ì.Â. Î ãëîáàëüíîé ãåîìåòðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ áè-
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì / Ì.Â. Ñìîëüíèêîâà // Òð. ÌÈÀÍ.  2002. 
Ò. 236.  Ñ. 328331.
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